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1 Divizibilitate
1.1 Teorie
- Teorema 1.1: Definirea catului si restului

Fie m si n doua numere intregi astfel incdt m > 0 si n > 0. Exista si
sunt unice doud numere intregi q si r astfel incat:

a) n=m-q+r

bl < v < m

Demonstratie. Consideram multimea care contine numerele:
{n—-m+1,n—-m+2,..,n-0}

Aceastd multime contine m numere consecutive. Printre aceste m numere
consecutive exact unul este divizibil cu m si astfel existd un unic numéir
r € {0,1,...,m — 1} astfel incat n — r este divizibil cu m si 0 < r < m. Cétul
impartirii lui n — r la m este determinat in mod unic. Not&m acest cat cu g.
De aici rezultd ca n — r = mgq ceea ce este echivalent cu n = mq + 7. O

Definifia 1.1

Numarul intreg n este divizibil cu numarul intreg pozitiv m dacs exista
un numar intreg q astfel incat n = mq.

Exemplu Numarul intreg 24 este divizibil cu 8 deoarece 24 = 8 - 3 gi 3 este
un intreg pozitiv.

Definitia 1.2

Scriem m | n si citim: ,,m divide pe n*.

Exemplu Consideram numerele intregi 3 si 18. Este adevarat c¢d 3 | 18 si
citim acest lucru astfel: ,,3 divide pe 18¢.

Deﬁgiﬁ;ia 1.3

Scriem n i m gi citim: ,,n este divizibil cu m*.




Exemplu Considerim intregii 64 si 8. Este adevirat ci 64 : 8 si citim: ,,64
este divizibil cu 8%

Teorema 1.2: Descompunerea in factori primi

Orice numar intreg pozitiv n mai mare decat 1 poate fi scris in mod unic
sub forma:

az | ak

n=p1* - py - Pk

unde py, p2, ..., pr sunt numere prime distincte, iar a1, ag, ..., ax sunt nu-
mere intregi pozitive mai mari sau egale cu 1.

Demonstratie. Aceasts teoremi poate fi demonstrati utilizand inductia matem-
aticd. Cazul de bazd este evident deoarece singura reprezentare posibila a
numarului 2 ca produs de numere prime este 2 = 21, In continuare vom demon-
stra cd dacd orice numar mai mic sau egal decat n poate fi reprezentat in mod
unic ca produs de numere prime atunci aceastd afirmatie este adeviratd si pen-
trun+1. Fie p un numar prim si £ un num&r natural nenul astfel incat p* | n+1
gi pht? fn+1. Num#rul N = 24 este mai mic decit n+1 §i mai mare sau egal
decat 1. Dacd N = 1 atunci singura reprezentare posibils a lui n + 1 ca produs
de numere prime este n + 1 = p¥, iar dac& N > 2 atunci din N < n rezulta
ca N poate fi reprezentat in mod unic ca produs de numere prime. Cum p IN
rezultd ci inmultind acest produs cu p* obtinem tot o reprezentare unica, ceea
ce Incheie demonstratia. O

Exemple
a) 128 =97
h) 18 =21 .3%
€) 900 =22 - 32 5
dy 210 =2 -3" .51 - 7!
)

e) 2310 =21 .31.51.71. 11!

Teorema 1.3: Numarul divizorilor

Numaérul divizorilor pozitivi ai numé#rului n scris conform Teoremei 1.2
este egal cu:

D(n)=(a1+1)- (a2 +1)-...- (ag + 1)

Demonstratie. Daca n = p;%' - pa2 - ... - p® atunci toti divizorii sdi au forma:

P17 pot it



cu 0 <4; < a; pentru orice j € {1,2,...,k}. Existd (a;+1) valori posibile pentru
i1 Aceste valori sunt {0, 1,2, ...,a; }. Din aceasta rezultd ci exista (a1+1) valori
posibile pentru pl“. De asemenea, existd (ag + 1) valori posibile pentru i si
asa mai departe. In final rezultd c existi (@1 4+1)-(ag+1)-...- (ag + 1) valori
posibile pentru p;® - py®2 - ... pp®*. Astfel, num8rul divizorilor lui n este egal cu:

D(n)=(a1+1)-(ag+1)... - (ag + 1)

Exemple

a) D(128) = D (27) = 7+ 1 = 8. Multimea divizorilor pozitivi ai numarului
128 este:
S(128) = {1,2,4,8, 16, 32, 64, 128}

b) D(18) = D(2'-3%) = (1+1)-(2+1) = 2-3 = 6. Multimea divizorilor
pozitivi ai numéarului 18 este:

5(18) = {1,2,3,6,9, 18}

¢) D(900) = D(22-3%-5%) = (2+1)-(2+1)- (24 1) = 27. Multimea
divizorilor pozitivi ai numérului 900 este:

5(900) = {1,2,3,4,5,6,9,10,12, 15, 18, 20, 25, 30, 36, 45,
50, 60, 75, 90, 100, 150, 180, 225, 300, 450, 900}

d) D(210) = D (2'-3'-5% . 71) = (1+1)-(1+1)-(1+1)-(1+1) = 2.2.2.2 = 16.
Multimea divizorilor pozitivi ai numérului 210 este:
5(210) = {1,2,3,5,6,7,10, 14,15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210}
e) D(2310) = D (2" - 3.5 71 11Y) = (141)-(1+1)-(1+1)-(14+1)-(141) =

2-2-2-2-2=32. Multimea divizorilor pozitivi ai numérului 2310 este:

5(2310) = {1,2,3,5,6,7,10,11,14, 15, 21, 22, 30, 33, 35, 42, 55, 66, 70,
77,105,110, 154, 165, 210, 231, 330, 385, 462, 770, 1155, 2310}

_ Definitia 1.4
Dacd a,b € N* atunci cel mai mare divizor comun c.m.m.d.c.(a,b) al

acestor doua numere este cel mai mare intreg pozitiv care divide atat pe
a cat si pe b.




Exemplu Cel mai mare divizor comun al numerelor 20 si 36 este egal cu
cm.m.d.c.(20,36) ~4

v .D‘eﬂmtla 1.5

Numerele intregi pozitive a si b sunt prime intre ele daca
cm.m.d.c.(a,b) = 1. '

Exemplu Numerele 14 g 15 sunt prime intre ele pentru ci
cmm.d.c.(14,15) = 1, dar numerele 14 si 35 nu sunt prime intre ele
pentru ca c.m.m.d.c.(14, 30)—7§177é1

’ Defimt;la 1 6

Dacd a,b € N* atunci cel mai mic multiplu comun c.m.m.m.c.[a,b] al
numerelor a si b este cel mai mic numér intreg pozitiv care este divizibil
atat cu a cat si cu b.

Exemplu Cel mai mic multiplu comun al numerelor 14 si 5 este egal cu
c.m.m.m.c.[14, 5] = 70.

- Téorema 1.4

Dacé a,b € N* atunci:
[a,b](a,b) = ab

Demonstratie. Notdm cu d = c.m.m.d.c.(a,b) cel mai mare divizor comun al
numerelor a si b. Rezultd c# existd numerele a; si by astfel incat (a1,b1) =1,
a = daj §i b = db;. Cel mai mic multiplu comun al numerelor a si b este egal
cu c.m.m.m.c.[a,b] = da1by. Urm&toarele dous relatii sunt adevirate:

la,b](a,b) = (da1by) - d (3.1.1)

gi
Din 1.1.1 §i 1.1.2 rezulta ca:

la,b](a,b) = ab

 Definitia 17

Daca ay,ag, ...,an, € N* atunci cel mai mare divizor comun al acestor n
numere este c.m.m.d.c.(ay, az, ..., an) i este cel mai mare intreg pozitiv
care divide pe aq,as, ..., an.




Exemplu Cel mai mare divizor comun al numerelor 36,27 si 45 este egal cu
cmimidie:(36,27,45) = 9.

 Definitia 1.8
Daca a1, ag, ...,a, € N* atunci cel mai mic multiplu comun al acestor n

numere este ¢.m.m.m.c.[a1,ag, ..., ay] g1 este cel mai mic intreg pozitiv
care este divizibil cu a1, as, ..., 0.

Exemplu Cel mai mic multiplu comun al numerelor 2,4 si 5 este egal cu
cm.amam.c.[2,4,5] = 20.
1.2 Exercitii

Exercitiul 1 Se considera doud numere naturale n = 2015 gi m = 337. S se
determine doua numere intregi ¢ si r astfel incat n =mg+rsi0<r <m. S&
se arate ca aceste doud numere ¢ gi r sunt unice.

Exercitiul 2 Sa se specifice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate
si care sunt false. Justificati raspunsurile:
a) 35 este divizibil cu 5

b) 2310 este divizibil cu 4

d

)
)

¢) 231 este divizibil cu 3
) 1001 este divizibil cu 9
)

e) 110 este divizibil cu 25

Exercitiul 3 Determinati care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate gi
care sunt false:

a) 5|1025
b) 11121

)
)
c) 3101210
d) 4]114
)

e) 7343



Exercitiul 4 Determinati care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate si
care sunt false:

a) 202515
b) 1021: 3
¢) 101201 : 3
d) 2048 : 8
e) 1025: 15

Execitiul 5 Si se scrie ca gi produs de numere prime, conform Teoremei 1.2,
urmatoarele numere:

Execitiul 6 Calculati num#rul divizorilor pozitivi pentru urm#toarele numere:
a) 1024
2340

Exercitiul 7 Determinati valorile urmstoarelor expresii:
a) cm.m.d.c.(14,102)

(
b) c.m.m.d.c.(64,24)
¢) c.m.m.d.c.(7,9)
d) c.m.m.d.c.(1024, 96)
) (

e) c.m.m.d.c.(405, 35)



Exercitiul 8 Determinati valorile urmatoarelor expresii, unde n € N*:

a) c.m.m.d.c.

73’”)
b) cm.m.d.c.(4",6™)

) (2

) (

c) emm.d.c.(2" +1,2" + 3)

d) emm.d.c.2" +1,4" + 1)
) (

e} emm.d.e.(2™,57)

Exercitiul 9 Si se determine care dintre urmatoarele perechi de numere sunt
prime intre ele:

a) 12gi 13
b) 102 si 130

d

)
)

c) 237 si 224
) 1002 si 337
)

e) 232 si 553

Exercitiul 10 Determinati care dintre urmatoarele perechi de numere sunt
prime intre ele, unde n € N*:

a)L2Ei T
b) 2711 42 gi 2P 4

) 2
)
c) 37t 41 i 47HL
d)3”1+5@1m+1
)

e) 47t 41 gi 47t —

Exercitiul 11 Determinati valorile urmatoarelor expresii utilizand Teorema
1.4 si rezultatele obtinute la Exercitiul 7:

a) c.m.m.m.c.[14,102]

b) c.m.m.m.c.[64,24]

)

)
¢) cmm.m.c.[7,9]
d) c.m.m.m.c.[1024, 96]
)

e) c.m.m.m.c.[405, 35]



Exercitiul 12 Determinati valorile urmatoarelor expresii, unde n € N* , uti-
lizand Teorema 1.4 si rezultatele obtinute la Exercitiul 8:

a) c.m.m.m.c.[2",3"]
b) c.m.m.m.c.[4",67]
c

[

[

cm.m.m.c.[2™" +1,2" + 3]

d) ecm.m.m.c.[2" + 1,4 + 1]
[

)
)
)
e) cun.aman.e.[27, 5%

Exercitiul 13 Féra a utiliza Teorema 1.4 demonstrati c8 urmitoarele expresii
sunt, adevarate:

a) [12,13](12,13) = 12 13

b) [12,8](12,8) = 128

c) [101,102](101,102) = 101 - 102

d) [24,25](24,25) = 24 - 25

e) [1001,101](1001, 101) = 1001 - 101

Exercitiul 14 Evaluati urm#toarele expresii:

a) c.m.m.d.c.(2,4,8)
b) c.m.m.d.c.(4,8,14,2)

(

(

c) c.m.m.d.c.(18,30,42,12,54)

d) c.m.m.d.c.(14, 35,49, 56, 76)
(

e) c.m.m.d.c.(25,35,45,5000, 15)

Exercitiul 15 Evaluati urméatoarele expresii:

a) c.m.m.m.c.[2,4, 8]
b) c.m.m.m.c.[18,6,24]
¢) c.m.m.m.c.[5,25,15]
d) c.m.m.m.c.[11,33,55]
) [

e) cm.m.m.c.[9,18,27]

1.3 Probleme

Problema 1 Céte perechi de numere intregi pozitive (a, b) exist4 astfel incét
cm.m.d.c.(a,b) = 6 gi cm.m.m.c.[a,b] =1-2-3-....30?



Problema 2 Si se determine toate perechile de numere intregi pozitive (a, b)
care satisfac ‘ecuatia:

1 1 201 1l

a b cmmmeab cmm.d.c (a,b)

Problema 3 S se determine toate perechile de numere intregi pozitive (a,b)
care satisfac ecuatia:

23 il

—+ =+
a?> b (cmmmeca,b)?  (cm.m.d.c. (a,b))?

Problema 4 Sia se arate ci pentru orice numere intregi pozitive a si b
urmatoarea expresie este adevirata:

cm.m.d.c. (a + b, c.m.m.m.c. [a,b]) = c.m.m.d.c. (a,b)

Problema 5 Sa se arate ca fractia ;gzi; este ireductibila pentru orice n €
N*
1.4 Rezolvari exercitii

Exercitiul 1 Dous numere ¢ si r care satisfac relatia n = mq + r sunt ¢ = 5
si r = 330. Urmatorul pas este si ardtam cd aceste numere sunt unice. Prin
reducere la absurd presupunem cé existd doud numere ¢’ gi v’ diferite de ¢ si r
astfel incdt n =mq’ + 1’ 5i 0 <’ < m. Rezultd ci:

mq+r=mqg +r
Acum, din aceasta relatie vom deduce ca:

m(g—q¢)=r'-r
Dacé ¢ = ¢’ atunci m -0 = r — 7/ si in consecinti r = 7/, in contradictie cu
presupunerea facuta ci ¢’ i ' sunt diferite de ¢ si r. Similar, dacd r = ' atunci
m(g—q’') = 0, si astfel ¢ = ¢’ deoarece valoarea lui m este 337 gi 337 > 0. Astfel,
putem s& presupunem cd q # ¢’ sir #1r'.
Din faptul cad m(q — ¢') =1’ — r, rezulti ci:

Im(g—q)l =Ir" -7

Din g # ¢’ rezultd cd |¢ — ¢’| > 1. De aici deducem ci:

Im(g —¢')| > m (1.4.1)

In continuare vrem s demonstrdm cé |r’ — r| < m. Numarul r’ satisface relatia
0 < 7' < m gi numarul r satisface relatia 0 < r < m. Daci Inmultim a doua



relatie cu —1 obginem —m < —r < 0. Din relatiile 0 <7’ < m si —m < —r <0
obtinem c&:

O—m<r' —r<m<+0

Aceastd relatie este echivalent cu:

—-m<r —r<m

In final, aceasta relatie se poate rescrie sub forma;

™ =7 <m (1.4.2)

Din 1.4.1 i 1.4.2 rezults ci:

im(g = )| > |’ —r|

Aceasti relatie este in contradictie cu:

Im(g~¢')| = |r' —r|

In concluzie rezultd cd presupunerea initiald ci existd dous numere ¢’ si
diferite de ¢ si r astfel incat n = mq’ + 1’ §i 0 <1’ < m este gresiti. Deducem
agadar cé g si r sunt unice.

Exercitiul 2

a)

b)

adevirat, pentru ci ultima cifrs a numérului 35 este 5. 35 poate fi scris
sub forma 35 =5.7.

fals, pentru c# numéarul format din ultimele doud cifre ale lui 2310 este 10,
iar 10 nu este divizibil cu 4.

adevirat, deoarece suma cifrelor numérului 231 este egald cu2+3+1 = 6,
iar 6 este divizibil cu 3. 231 poate fi scris sub forma 23] — 3-77.

fals, deoarece suma cifrelor numarului 1001 este egald cul4+0+0+1=2,
iar 2 nu este divizibil cu 9.

fals, deoarece numirul format din ultimele doud cifre ale numarului 110
este 10 si 10 nu este divizibil cu 25.

Exercitiul 3

adevérat, deoarece ultima cifr¥ a numérului 1025 este 5. 1025 poate fi
scris sub forma 1025 = 5 - 205.

adevirat, 121 poate fi scris sub forma 121 — 11 - 11.

fals, deoarece suma, cifrelor numérului 101210 esteegala cul4+04+14+2+
140 =25, iar 5 nu este divizibil cu 3.

fals, deoarece numarul format din ultimele doua cifre ale numSrului 114
este 14, iar 14 nu este divizibil cu 4.

adevérat, num#rul 343 poate fi scris sub forma 343 =7-7.7.
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