
Camelia Magdap
Dorin Moldovan*,ord an de an lotul

rnali de Matematici.
dalii la olimpiadele
arsemenea coautor al
pele de excelenld gi
" al Fundaliei eMAG

rsuri gi olimpiade de

nput gimnaziului gi

titgtt de matematic[
mpiada Balcanicd de

2006, gi de trei ori ir:r

in timput facultdgii a
ob$nAnd medalii de
: Matematici pentru
chipe la Olimpiada

Introducere
ln

Teoria Numerelor

Editura GIL
Zalilru



Cuprins
1 Divizibilitate

1.1 Teorie
1

1

5

8

I
t4

19
19

23

24
25

30

32
32

37
38

39

48

53
53

58

60

83
83

85

86

87
96

1.2 Exercilii
1.3 Probleme
I.4 RezolvXri exercitii
1.5 RezolvXri probleme

2 Algoritmul lui Euclid
2.7 Teorie
2.2 Exercitii
2.3 Probleme
2.4 R,ezolviri exerci{ii
2.5 RezolvXri probleme

Congruente
3.1 Teorie
3.2 Exercitii
3.3 Probleme
3.4 RezolvS,ri'exercitii
3.5 RezolvXri probleme

Teorema chinez5 a resturilor
4.7 Teorie
4.2 Exerci{ii
4.3 Probleme
4.4 RezolvXriexercitii
4.5 RezolvXri probleme

Teorema lui Wilson
5.1 Teorie
5.2 Exercitii
5.3" Probleme
5.4 Rezolv[ri exerci{ii
5.5 Rezolviri probleme

Teorema lui Fermat L03
6.1 Teorie ...103
6.2 Exercitii ..104
6.3 Probleme ......105
6.4 RezolvS,riexercilii ...... 105
6.5 Rezolv5,riprobleme ...... 111

61

79



7 Teorema lui Euler 115
115

TL7

119

119

124

127
127

732
1qtad.)

134
139

L43
143

752
153

L62
762
164
166

166

169

L74

7.I Teorie
7.2 Exerci{ii
7.3 Probleme

Ecualii diofantiene cuadratice
8.1 Teorie
8.2 Exercitii
8.3 Probleme
8.4 RezolvS,ri exercilii
8.5 R,ezolvd,ri probleme

Simbolul lui Legendre
9.1 Teorie
5.2 Exercilii . .-: . .

9.3 Probleme
9.4 RezolvS,ri exercilii
9.5 Re-zolv[ri probleme

10 Secven{e Farey
10.1 Teorie
10.2Exerci{ii...
10,3 Probleme
10.4 Rezolv5ri exerci[ii
10.5 RezolvXri probleme

Bibliografie

7.4 RezolvXri exerci{ii
7.5 Rezolv5ri probleme

153

158



115
115

717
119

119

124

t27
127

L32
133

134
139

143
143
I52

..153

..153

. 158

1 Divizibilitate
1.1 Teorie

, : i"1""*" r,1' Defi$i;;;=#Ultii.;1'=;;**8i ,,1i,,,,',,ir' ,,,.1i,ii,:.:.,,,,',;,ii",,: ..- -

Fiem qin douE,numereintregi astfelincAt m>0 qi n > 0. Exist5,qi
sunt unice doufl numere intregi q qi r astfel inc6,t:

a) n:m.q*r

Demonstral'ie, ConsiderX,m mullimea care conline numerele:

{n - ^ * I,n - m I 2,...,?? - 0}

Aceast5 muilime conline m numere consecutive. Printre aceste rn numere
consecutive exact unul este divizibil cu m qi astfel existS, un unic numH,r
r € {0, 1,...,ffi- 1} astfel incAt n, - r este divizibil cu rn gi 0 ( r ( rn. CA,tul
imp5rlirii lui n - r la m este determinat in mod unic. Not5,m acest cAt cu q.

De aici rezultX cE"n-r:rnQ ceea ce este echivalent cu n:rnq+r. !

Definitia 1.1
- ------5--- --- t:: t: t.::t::: ut::::ut:u::t t::uuuu

i

NumXrul intreg n este divizibil cu numbrul intreg pozitiv m dac6" exist5,
urr numXr intreg q astfel inc5,t n : me.

..162
L62

L74

..164

..166

..166

..169

Exemplu NumS,rul
un intreg pozitiv.

Dbfinitia 1.2

intreg 24 este divizibil cu 8 deoarece 24: 8 . 3 qi 3 este

Scriem m I n gi citim: ,,rn divide pe n"

Exemplu ConsiderXm numerele intregi 3 qi 18.

citim acest lucru astfel: ,,3 divide pe 18".

Definitia rS

: Scriem n :. m qi citim: ,,n este divizibil ctt Tn".

Este adev6rat ca 3 | 18 qi



Exemplu Consider5,m intregii 64 qi 8.
este divizibil cu 8 ".

Este adevS,rat c6.64 i 8 qi citim: ,,64

j$E*trff

:oricenum5,rintregpozitivnmaimaredecit,1poatefi.scrisinmodunic
i sub forma: 

n: p7o, .p2o, . .., .pku^ i'.
, unde pt,pz,...,pk sunt numere prime distincte, iar aL,az,...,o& sunt nu- I- rnere intreei nolitive mc,i *lrt r.":* 

:r, 
t 

"

Demonstral'ie. AceastS, teoremi poate fi demonstratb utilizdnd induclia matem-
atic5. cazul de bazx este evident deoarece singura reprezentare posibild, a
num5,rului 2 ca produs de numere prime este 2 :27. in continuare vom demon-
stra cx dac5, orice num[r mai mic sau egal dec6,t n poate fi reprezentat in mod
unic ca produs de numere prime atunci aceastX afirmalie este adev5ratd qi pen-
tru n *1. Fie p un num5r prim qi k un numxr natural nenul astfel incdt pk I n+r
qi pk+l I n*1. Numdrul N : 111 este mai mic dec6,t n* 1 qi mai mare sau egal
dec6,t 1. Dacd N : 1 atunci rir{g,rru, reprezentare posibilX a lui n* 1 ca produs
de numere prime este nll:pk,iar dac6I/ ) 2 atuncidinl/ --nrezuIt6"
cX l[ poate fi reprezentat in mod unic ca produs de numere prime, Cum p { N
rezultx c5, inmuftind acest produs cu pk obqinem tot o reprezentare unic5,, ceea
ce incheie demonstratia.

Exemple

a) tze:27

b) 18 :21 .32

c) 900 :22 . J2 .52

d) 210:21 .31 .51 .71

e) 2310 * 2r .3i .51 .71 .111

.fn

NumXruI divizorilor pozitivi ai num5rului n scris conform Teoremei 1.2
este egal cu:

'w.\"'*"]l 1"*,1]: 
-: 

(*')
Demonstra[ie. DacS n : p:o, .pzo, . ... .pto^ atunci toli divizorii s5i au forma:

-;1;?ni.,.-=ti

tr

r
l

pL" 'pz" ' ... . pt"'n



tt c6, 64 i 8 qi citim: ,,64

* t'tt.i" " r

.".t.f i .. .- :

te fi scris in mod unic

cu0 ( ij <aj pentruorice j €{r,2,...,k}. Exist6(or+r)valoriposibilepentru
e1. Aceste valori sunt {0,I,2,..., or}. Din aceasta rezultH cX exist5 (or*1) valori
posibile pentru prir. De asemenea, exist5 (o2 * 1) valori posibile pentru i2 gi
aqa mai departe. In final rezult5 cH exist5 (rr + f) .@r+ 1).....(o6 * 1) valori
posibile pentru pti' .pzi' ' ... .pki^. Astfel, num6rul divizorilor lui rz este egal cu:

D("): (or+r)'@r+ 1) ...'(a*+r)

n

Exemple

a) D(12s) : D (2') :7 tl: 8. Multimea divizorilor pozitivi ai num5rului
128 este:

s(128) : {1,2,4,9, 16, 32,64,I28}

b) D(1S) : n (z'.3') : (1 + 1) . (2 + 1) :2.3: 6. Multimea divizoritor
pozitivi ai numS,rului 18 este:

,9(18) : {1,2,3,6,9, 18}

c) D(e00) : D(22.s2.b2) : (2 + 1) (2 + 1) .(2 + r) :22. Mutlimea
divizorilor pozitivi ai numHrului 900 este:

5(900) : {1,2,3,4,5,6, 9, 10, 12,I5,18, 20, 25, 30, 36, 45,

50, 60, 75,90,100, 150, 190, 225,300,450,900]

d) D(210) : D (2r. 31 . 51 .7') : (1+1).(1+1).(1+1).(1+1) :2.2.2.2:16.
Multimea divizorilor pozitivi ai num5,rului 210 este:

5(210) : {1,2,3, 5, 6, 7,I0,14,15,21,30, 35, 42,70,105, 210}

e) D(2310) : n (2,.31 .s1 .z1 . n1) : (1+1).(1+1).(1+1).(1+1).(1+1) :
2.2 .2 .2 .2 :32. Multimea divizorilor pozitivi ai numirului 2310 este:

5(2310) : {1,2,3,5,6,7, 10, 11, 14,I5,27,22,30,33, 35,42,55,66, 70,

77,I05,110, 154, 165, 210, 231,330, 395,462,770, 1155,2310]

i:tti ..a#tl$$la;'i;4i .,',,,' :,il j,li,

DacX a, b e N* atunci cel mai mare divizor comun c.m.m.d.c.(a,b) al
acestor dou5 numere este cel mai mare intreg pozitiv care divide at6,t pe
a c6,t gi pe b.

Otr&2,...70k SUnt nU-

LtilizS.nd inductia matern-
, reprezentare posibil5, a
r continuare vom demon-
ate fi. reprezentat in mod
lie este adev5rati qi pen-
enul astfel incdt pk I n+I
r.* 1 qi mai mare sau egal
rild, a lui n*l ca produs
bnncidin N 1n rezultX
umere prime. Cum p | ,nrl

reprezentare unic5, ceea

tr

=.=.a.=,,=;=.t

:

:onform Teoremei 1.2 .
:

+1) i
i

rli divizorii s5,i au forma:



Exemplu Cel mai rnare divizor comun al numerelor 20 gi 36 este egal cu
c.m.m.d.c.(20,36) : 4.

E=$,Wffi
Numerele intregi pozitive
c.m.m.d.c.(a, b) : 1.

Exemplu Numerele 14 qi 1b sunt
c.m,m.d.c.(I4,I5) : 1, dar numerele 14
pentru cd, c.m.m.d.c,(14,35) :7 qi T I L

0 qi b sunt prime intre ele dac5,

prime intre ele pentru
gi 35 nu sunt prime intre

ca
ele

Dac5, a, b e N* atunci cel mai mic multiplu comun c.m.m.m.c.la,b] al
numerelor o gi b este cel mai mic numdr intreg pozitiv care este divizibil
atAt cu a cAt gi cu b.

Exemplu --eel mai mic multiplu comun al
c.m.m.m.c.114,57 - 70.

numerelor 14 qi 5 este egal cu

la,bl(a,b) : ab

Demonstralie. Not5m cu d : c.m.m.d,.c.(a, b) cel mai siare divizor comun al
numerelor o qi b. Rezultx c5, exist5 numerele a1 gi b1 astfel inc6,t (a1,b1) : 1,
a: d'at qi D: db1. cel mai mic multiplu comun al numerelor o qi b este egal
cu c,rn.rn.rn.c.la,bl : datbt. Urm5toarele dou5 relalii sunt adev5rate:

(1. 1. 1)

(1.1.2)
$l

Din 1.1.1 qi 1.1.2 rezult6 c5,:

la,bl(a,b) : (da1b1) .d

o,b:(d,a1).(db1)

la,bl(a,b) = ab

n



lor 20 gi 36 este egal cu

ime intre

intre ele pentru c5,

ru sunt prime intre ele

n\t c-Tn.rn.Tn c.[a, b] aI i

dtiv care este divizibil i

Jor 14 qi 5 este egal cu

li ma,re divizor comun al
astfel incdt (a1,br) : 1,

mrmerelor a qi b este egal
sunt adevXrate:

(1.i.1)

(1.1.2)

0r csmun aI acestor n
ai ma,re intreg pozitiv

D

Exemplu Cel mai mare divizor comun al numerelor 36,27 qi 45 este egal cu
c.m.m.d.c.(36, 27, 45) : g.

numere este c.m.m.m.c.lay,a2,...,ar] $i este cel mai mic intreg pozitiv
care este divizibil crt a1,a2,...,a,2.

Exemplu Cel mai mic multiplu comun al numerelor 2,4 qi 5 este egal cu
c.m.m.m.c.l2, 4, 5] : 20.

L.2 Exercitii
Exercitiul 1 Se consider5 doud numere naturale n:20L5 Qi rn : 337. SH se

determine dou5 numere intregi q qi r astfel incAt n : me *r qi 0 < r < m. SE,

se arate c5 aceste dou5, numere g gi r sunt unice.

Exercitiul 2 5-6 se specifice care dintre urmdtoarele afirmalii sunt adevS,rate
qi care sunt false. Justificali r5spunsurile:

a) 35 este divizibil cu 5

b) 2310 este divizibil cu 4

c) 231 este divizibil cu 3

d) 1001 este divizibil cu I

e) 110 este divizibil cu 25

Exercitiul 3 Determinali care dintre urmdtoarele afirmatii sunt adev5rate gi

care sunt false:

a) 5 | 1025

b) 11 I 121

c) 3 | 101210

d) 41114

e) 71343



Exerciliul 4 Determinali care dintre urmxtoarele afirma{ii sunt adevxrate qi
care sunt false:

a) 2025i15

b) 1021 :3

c) 101201 i 3

d) 2048: 8

e) IOZS : tS

Execitiul 5
urmS,toarele

a) 4025

b) 2O2r

c) 2332

d) 2048- .

e) 1025

Execitiul6

a) 1024

b) 2340

c) 102

d) 1003

e) 4024

Exerciliul 7 Determina{i

a) c.m.m.d.c.(L4,702)

b) c.n.m.d.c.(GL,24)

c) c.m,m.d.c.(7,9)

d) c,rn.m.d.c.(I024, 96)

e) c.m.m.d,.c.(40b, 3b)

valorile urm5,toarelor expresii:

S5, se scrie ca gi produs de numere prime, conform Teoremei 1.2,
numere:

calcula{i numxrul divizorilor pozitivi pentru urm5toarele numere:



&matii sunt ader'5rate qi

re, conform Teoremei 1.2,

ntru urmXtoarele numere :

riesu:

Exerciliul 8 Determinati valorile urm5toarelor expresii, unde n € N*:

a) c.m.m.d..c.(2n,3n)

b) c.m.m.d.c.(4n,6")

c) c.m.m.d.c.(2" + 1,2" + 3)

d) c.m.m.d.c.(2n + 1,4n + l)

e) c.m.m.d.c.(2n,5")

Exercitiul I Sd se determine care dintre urmStoarele perechi de numere sunt
prime intre ele:

a) 12 qi 13

b) 102 qi 130

c) 237 qi224

d) 1002 qi 337

e) 232 qi 553

Exercitiul L0 Determinali care dintre urmS,toarele perechi de numere sunt
prime intre ele, unde n e N*:

a) 2n qi7n

b) 2n+t -12 qi 2n+r 1 4

c) 3n+1 * 1 qi 4n+l

d) 5'+r * 5 qi 10n+t

e) 4n+t * 1 gi 4'+1 * 1

Exercitiul I-1 Determina{i valorile urmXtoarelor expresii utilizA,nd Teorema
1.4 qi rezultatele ob{inute la Exerci{iul 7:

a) c.m.m.m.c.[I4,102]

b) c.m.m.m.c.164,24)

c) c.m.m.m.c.l7,9]

d) c.rn.rn.m.c.[I024, 96]

e) c.m.m.m.c.1405,35]



Exercifiul 12 Determina{i valorile urmxtoarelor expresii, unde n € N* , uti-
Iiz6,nd Teorema 7.4 qi rezultatele oblinute la Exerciliul 8:

a) c.m.m.rn.c.[2",Snl

b) c.m.m.m.c.l4n,6nl

c) c.m.rn.mrc.l2" + l,2n + 3)

d) c.m.m.m.c.[2n + 1,4" + l]

e) c.m.m.m.c.l2-,Snl

Exerciliul 13 F5,rx a utiliza Teorema 1.4 demonstrali cd, urm5toarele expresii
sunt adevXrate:

a) 112,131(12,13) : 12 . 13

b) [12,8](12,8) : 12. 8

c) 1101,1021(101,102) : 101 ' 102

d) 124,251(24,25) : 24. 25

e) 11001,1011(1001,101) : 1001 . 101

Exercitiul 14 Evaluali urmdtoarele expresii:

a) c.m.m.d.c.(2,4,8)

b) c.m.m.d.c. (4, 8, 14, 2)

c) c.m.m.d.c.(18, 30, 42, 12, 54)

d) c.m.m.d,.c.(74, 35, 49, 56, 76)

e) c.m.m.d.c.(25, 35, 45, 5000, 15)

Exercitiul 15 Evaluati urm5toarele expresii:

a) c.m,.m.m.c.[2,4,8]

b) c.m.m.m.c.l18, 6, 241

c) c.m.m.m.c.ll, 28, 1b]

d) c.m.m.m.c.[11, 33, bb]

e) c.m.m.m.c.l9, 18, 271

1.3 Probleme

Problema 1 cate perechi de numere intregi pozitive (a, b) exist6 astfel inc6,t
c.m.m.d,.c. (a, b) : 6 qi c.m.m.m.c.la,b] : l.2. 3 . ... . 30?



q)resii, unde n € N*, uti-
rl 8:

{i cE urmS,toa,rele expresii

re (a,b) exist6 astfel incAt
-30?

Problema 2 sd se determine toate perechile de numere intregi pozitive (a, b)
care satisfac ecuatia:

11
;+ u+

Problema 4 SX se arate cH pentru orice
urm[toarea expresie este adev5rat6:

20r
om.m.m.c.la,bl c.m.m.d,.c.(a,b)

Problema 3 sx se determine toate perechile de numere intregi pozitive (a,6)
care satisfac ecualia:

11
-_L_ra2'b2' (c.m.m.m.c. [o, bl)' (c.m.m.d".c. (o,b))'

numere intregi pozitive a qi b

23

c.m.m. d.c. (a * b, c.n'L.rn.rn.c. [a, b] ) : c.m.m.d.c. (a, b)

Problema 5 St se arate c5, fraclia t3# este ireductibil5, pentru orice n €
N*.

1.4 Rezolv5ri exercitii
Exerciliul 1 DouS,numere q gi r care satisfac relalia n:rne*r sunt q: g

Qi r : 330. UrmXtorul pas este sX arH,tXm c5, aceste numere sunt unice. Prin
reducere la absurd presupunem c5, exist5, doui numere qt qi rt diferite de q qi r
astfel inc6,t n: met* r/ gi 0 ( r/ < m. Rezult5 cX:

mq*r:rnqt+rl

Acum, din aceastd relalie vom deduce cd:

m(q-q'):r'_ r

Dacd q: q/ atunci m-0: r _ rt qiin consecin{H,r: r', in contradiclie cu
presupunerea f5,cut5, c5, q' qi r' sunt diferite de q qi r. Similar, dac5 r : r/ atunci
m(q-q'): 0, qi astfel q - q' deoarece valoarea lui m este 337 qi 337 ) 0. Astfel,
putem s5, presupunem cX g * q' qi r I r'.
Din faptul cE" m(q - q') : r' - r, rezult[ cH:

l*(q - qt)l: lrt - rl

Din q I qt rezult6, cH lq - q'l > 1.De aici deducem c5,:

l*(q-s')l>rn (1.4.1)

In continuare vrem sX demonstr5m cH lrl - rl < rn. Numflrul r/ satisface relalia
0 ( r/ < m qi num5rul r satisface rela{ia 0 ( r < m. Dacl,inmuftim a doua



relatie cu -1 ob[inem -rn < -r < 0. Dinrelaliile0 (r/ < mqi _m< *r (0
oblinem c5,:

0-m<r'-r1m*O
Aceast5 relalie este echivalentE, cu:

-rru<r'-r<m
tn final, aceastX relalie se poate rescrie sub forma:

lr'-rl<m
Din 1.4.1 qi I.4.2 rezultX cX:

(1.4.2)

l^(q-q')l>lr'-rl
Aceast5 relalie este in contradiclie cu:

l^(q-qt)l:lrt-rl
in concluzie rezultE cx^ presupunerea ini{ial5 cE, existx doub, numere q, Ei r,diferite de q qi r astfel incdt n :rrlQr *r/ gi 0 '-rt a - "rt" sr"qit5. Deducem
aqadar cd q qi r sunt unice. o--3-

Exercifiul 2

a) adevirat, pentru c5, ultima cifrd a num5,rului 3b este 5. 3b poate fi scris
sub forma gb : b.Z.

b) fats, pentru ci numdrur format din ultimere dou5 cifre ale lui 2310 este 10,iar 10 nu este divizibil cu 4.

c) adevS,rat,.deoarece suma cifrelor numirurui 23r este egalx cu 2 * 3 * 1 : 6,iar 6 este divizibil cu 3. 231 poate fi scris sub forma i31 :z.TT.
d) fals, deoarece suma cifreror numbrului 1001 este egarxcu 1*0*0*1 :2,

iar 2 nu este divizibil cu 9.

e) fals, deoarece numdrul format din ultimele dou5 cifre are numdrului 110
este 10 qi 10 nu este divizibil cu2b.

Exercitiul B

a) adev5rat, deoarece ultima cifr5, a numdrului 1025 este 5. 1025 poate fi

b)

c)

d)

e)

scris sub forma 102b : b. 205.

adev5,rat, 121 poate fi scris sub forma 121 : 11 . 11.

fals, deoarece suma cifrelor num5rului 101210 este egal5 cu 1 *0 + i + 2 +1 + 0 : 5, iar 5 nu este divizibil cu 3.

fals, deoarece numirul format din ultimere doud cifre ale numxrului 114
este 14, iar 14 nu este divizibil cu 4.

aderr5rat, numS,rul 843 poate fi scris sub forma 34J : 7 . 7 . 7.

10


